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Metoda relaksacije u proračunu
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Z. Maglajlić Prethodno priopćenje

Metoda relaksacije u proračunu konstrukcija

Ukratko su prikazani iterativni postupci rješavanja sustava linearnih algebarskih jednadžbi i metode za
rješavanje nelinearnih problema konstrukcija. Metoda relaksacije je primijenjena za rješavanje
linearnih i prilagođena je za nelinearne probleme ovisno o razmatranome problemu. Metoda
omogućava izbor načina rješavanja materijalne i geometrijske nelinearnosti odvojeno ili simultano.
Metoda može naći primjenu u rješavanju nelinearnih problema i u drugim područjima tehnike.
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Z. Maglajlić Preliminary note

Relaxation method in structural design

Iterative procedures for solving linear algebraic equation systems, and the method for solving nonlinear
structural problems, are briefly presented. The relaxation method used for solving linear problems has
been adapted for solving nonlinear problems, depending on the type of problem. The method enables us
to choose whether the material and geometrical nonlinearity will be performed separately or
simultaneously. The method can also be used for solving nonlinear problems in other engineering
applications.
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Z. Maglajlić Note préliminarie
Méthode de la relaxation dans le calcul des constructions
L’article présente brièvement les procédés itératifs de résolution des systèmes d’équations linéaires
algébriques ainsi que les méthodes de résolution des problèmes non linéaires des constructions. La
méthode de la relaxation a été mise en place pour la résolution des problèmes linéaires et elle a été
adaptée à des problèmes non linéaires, en fonction de la nature du problème étudié. Cette méthode
permet de choisir le mode de résolution de la non-linéarité matérielle et géométrique, séparément ou
simultanément. La méthode peut être appliquée également à la résolution des problèmes non linéaires
dans d’autres domaines techniques.
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Z. Maglajlić Vorherige Mitteilung
Entspannungsverfahren in der Berechnung von Konstruktionen
In Kürze werden iterative Verfahren für die Lösung eines Systems von linearen algebraischen
Gleichungen und Verfahren Lösung die Lösung unlinearen Knstruktionsprobleme dargestellt. Das
Entspannungsverfahren ist zur Lösung von linearen Problemen angewendet und für unlineare Probleme
angepasst, abhängend vom betrachteten Problem. Das Verfahren ermöglicht die Auswahl der
Lösungsweise für materielle und geomtrische Unlinearität, abgesondert oder simultan. Das Verfahren
kann zur Lösung von unlinearen Problemen auch in anderen Gebieten der Technik angewendet werden.
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1 Uvod o iteracijskim postupcima

Razmatramo sustav linearnih algebarskih jednadžbi oblika
Ax = b koji ima jedinstveno rješenje.

Iterativne metode su tako postavljene da niz približnih
rješenja xk = [x1k, x2

k, .. ,xn
k]T konvergira:

xx
k

k =
∞→

lim (1)

gdje je x traženo rješenje.

Iterativne metode mogu se predstaviti u sljedećem
obliku:

xk = Bxk-1 + δ         (k = 1,2, …). (2)

B je iterativna matrica koja je kod  Jakobijeve iteracije
BJ = I - D-1A, koja je kod Gauss-Seidelove BGS = (I - L)-1U
i kod  sukcesivne  ubrzane  relaksacijske  metode  to je
B ω = (I - ωL)-1(ωU+ (1-ω) I) [1, 2].

Teorijski, primjenom iterativnih metoda rješenja se do-
bivaju nakon beskonačnog broja koraka. U praktičnom
numeričkom postupku iteracija se prekida nakon zadovo-
ljenja unaprijed postavljenog kriterija točnosti rješenja.

Matrična jednadžba (2) oblika x = Bx + δ jest ekvivalen-
tna s matričnom jednadžbom Ax = b.

Vrijedi teorem da je nuždan i dovoljan uvjet za konvergen-
ciju iterativnog procesa (2) ako su sve vlastite vrijednosti
matrice B po modulu manje od jedinice |λi (B)| < 1. To
znači da iterativni proces (2) konvergira ako i samo ako
su sve nultočke polinoma

b11-λ  b12  …  b1n
b21  b22-λ  …  b2n
  .    .     .         .

det (B-λI) =   .    .     .         .    (3)
  .    .     .         .
bn1    bn2      bnn-λ

po modulu manje od jedinice.

Za ocjenu brzine konvergencije iterativnog procesa uzi-
ma se veličina spektralnog radijusa S(B) koja daje mjeru
asimptotske brzine konvergencije [1]

R(B)= -log S(B). (4)

Ako je za dovoljno mali pozitivni broj ζ ispunjen uvjet
||xk-x||<ζ||xo-x|| gruba procjena potrebnog broja iteracija
jest:

( )
)(log

log
)(

log 
BSBR

K
−

−=− ζζ . (5)

Šira razmatranja o iterativnim metodama dana su u [1-4]
i dr.

2 Najčešće relaksacijske metode

Za praktične probleme traže se metode koja dovode do
rješenja zahtijevane točnosti sa što manjim brojem račun-
skih operacija.

Najviše se primjenjuju ove metode: Jacobijeva (J), Gauss-
Seidelova (GS), relaksacijska (R) te metoda dinamičke
relaksacije (DR).

Ako se matrica A sustava linearnih algebarskih jednadžbi
Ax = b napiše u obliku A = D – L - U gdje su: D dijago-
nalna, a L i U lijeva i desna trokutna matrica, sustav jed-
nadžbi može se napisati u obliku

x = D-1(L+U)x+D-1b. (6)

Prema izrazu(6) Jacobijeva iteracija ima oblik

xm+1 = D-1(L+U)xm+D-1b, (7)

Gauss-Seidelova (GS) iteracijska formula

xm+1 = D-1Lxm+1+D-1Uxm+D-1b (8)

ili

xm+1 = (D-L)-1Uxm+(D-L)-1b. (9)

Ako x nije rješenje sustava jednadžbi Ax = b i ukoliko
se razlika b - Ax pomnoži sa D-1 dobiva se vektor ostatka ρ
(residual vektor). Relaksacijska metoda, određuje kom-
ponente vektora ρ na osnovi poznatih početnih vrijednosti
x, tako da je

xm+1 = xm+ρm+1. (10)

Ako se postavi uvjet da je tekući vektor ostatka u nekoj
/m+1/-oj iteraciji jednak nuli dobiva se

ρm+1 = D-1b-xm+1+D-1Lxm+1+D-1Uxm (=0), (11)

pa je,

xm+1 = D-1Lxm+1+D-1Uxm+D-1b. (12)

Izraz (12) predstavlja Gauss-Seidelovu iteracijsku me-
todu, izraz (8), kada je ρ = 0, pa se time pokazuje da se
ona može interpretirati kao relaksacijska metoda. Ako
se vektor ostatka ρ u izrazu (10) pomnoži s realnim fak-
torom ω>0 dobiva se

xm+1 = xm + ωρm+1, (13)

što pretstavlja sukcesivnu ubrzanu relaksacionu metodu
kojom se može ubrzati konvergencija. Ako je ω < 1 pro-
ces se usporava, a za ω > 1 ubrzava se. Faktor relaksacije
ω unaprijed se bira ili određuje tijekom postupka.

Sukcesivna ubrzana relaksacijska metoda (SOR – Suc-
cessive Overrelaxation) može se napisati u matričnom
obliku

Dx m+1= ω(Lx m+1+Ux m+b)+(1-ω)Dx m. (14)
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Nakon transformacije dobiva se

x m+1 = Bωx m + kω (15)
gdje je Bω= (D+ ωL)-1[(1-ω)D-ωU]  i

kω=ω(D+ωL)-1b.

Matrica Bω naziva se iterativna matrica SOR metode.

U Gauss-Seidelovoj metodi matrice B i k su oblika

BGS  = (I-L)-1U  i  kGS  = (I-L)-1D-1b, a u Jacobijevoj

BJ = D-1(L+U) = I-D-1A  i  kJ = D-1b [1-3].

Vrijedi teorem: Iterativni postupak je konvergentan ako
i samo ako su sve vlastite vrijednosti matrice Bω iz izraza
(15) po modulu manje od jedinice.
Kod iterativnog procesa SOR prema izrazu (14), vrijedi
ocjena pogreške

||x k+1-x|| ≤ ||A-1(γD+U) ||⋅||x k+1-x k||;    γ = 1-1/ω. (16)

Relacija (16) je općenita ili treba zadovoljiti nužan uvjet
da je matrica A regularna, s tim da je izraz ||A-1(γD+U)||
dosta kompliciran za određivanje i može se pojednosta-
viti [1].
Za vrijednosti faktora relaksacije 0<ω<2 iterativni pro-
ces konvergira k točnom rješenju sustava jednadžbi Ax = b,
u slučaju ω = 1, SOR metoda se svodi na GS postupak.
Veoma je važan izbor faktora relaksacije ω, stoga je pot-
rebno odrediti njegovu optimalnu vrijednost

S(Bω(ωopt)) = minωS(Bω) (17)

gdje je S(B) spektralni radijus. Ako se nacrta graf funk-
cije S(Bω)-ω, može se odrediti optimalna vrijednost fak-
tora relaksacije ω (slika 1.) [1, 2].

Slika 1. Dijagram S(Bω) - ω

Optimalna vrijednost faktora ωopt je
ωopt=2/[1+(1-M(BJ)2)1/2] (18)
gdje je M(BJ) najveća svojstvena vrijednost matrice BJ.
Funkcija S(Bω) ima minimum [1-3] na segmentu (0,2).
Spektralni radijus S(Bωopt) jest
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( ) 2/12

2/12
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optopt

BM

BM
BS ωω ω (19)

S obzirom na to da se J, GS i SOR metodama vrijednosti
nepoznanica u tijeku iterativnog postupka rješavaju
eksplicitno na osnovi već postojećih, one se svrstavaju u
metode točku po točku. Zbog načina dobivanja nepozna-
tih xm+1 iterativnim postupkom, J metoda se naziva me-
todom istovremenih pomaka, a GS i SOR metode meto-
dama uzastopnih pomaka.
Southwell ističe da se problem koji može biti postavljen
konačnim razlikama može riješiti metodom relaksacije.
Osim toga pokazuje da je metoda u procesu razvoja i još
ne može biti standardizirana te da metoda relaksacije ot-
kriva sve pogreške, te ih može automatski ispraviti [4].
Dinamička relaksacija (DR) jest iterativna metoda po-
godna za rješavanje problema elastičnosti koja je pos-
tavljena konačnim razlikama. Postupak vodi računa o
kritičnim prigušenim oscilacijama i može se rabiti za
probleme u jednoj, dvije ili tri dimenzije. U DR rabe se
dinamičke jednadžbe (prigušene oscilacije).
U dinamičkim jednadžbama ravnoteže viskozno prigu-
šenje određuje se tako da vibracije budu blizu kritičnih.

Ako se promatra štap opterećen normalnom silom (jed-
nodimenzionalni problem), rješenje problema zahtijeva
istovremeno zadovoljavanje jednadžbi

σ = E ⋅ du/dx;  dσ/dx = ρ(du’/dt +Ku’/Δt) (20)

gdje je:

u’ = du/dt
ρ - gustoća
K - viskozni faktor prigušenja
t - vrijeme

Primjer štapa s četiri čvora
Rubni uvjeti problema u1 = 0 i 2p =, σ4 + σ5 gdje je σ5

napon nepostojeće točke 5. Izrazi (20) mogu se pisati u
konačnim razlikama
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pa je
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= −+ ρσσ
. (22)

Oznaka čvora štapa jest k, indeksi r i r + 1 odgovaraju
uzastopnim iteracijama, a brzine u’ vremenu Δt/2 prije i
poslije određivanja napona i pomaka. Novi pomak u vre-
menu (t + Δt) je uk

r+1 = uk
r + Δt ⋅ u′kr+1. Posljednji korak

iteracije jest određivanje σk
r+1 iz izraza (21), a sljedeći

iterativni korak počinje s uvođenjem ovih napona u
izraz (22).
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Primjer je dan radi objašnjenja postupka po metodi dina-
mičke relaksacije [5].
J, GS i SOR metode vode računa o svojstvenim vrijed-
nostima različitih matrica za određivanje brzine i opti-
malnih uvjeta konvergencije, a DR metoda se koristi
frekvencijom vibracija elastičnog sustava.
J i DR su simultane (istodobne) iteracije, J iteracija kon-
vergira mnogo sporije nego DR, pa je DR ubrzana isto-
dobna iteracija. Veličinu prigušenja K u DR možemo
smatrati optimalnim faktorom ubrzanja iterativnog pro-
cesa.
GS i SOR su uzastopne iteracije kod kojih se izračunane
vrijednosti zavisnih nepoznanica u promatranoj točki od-
mah primjenjuje za izračunavanje u sljedećoj točki mreže.
SOR metoda je ubrzana uzastopna iteracija i optimalna
vrijednost faktora ω odgovara najvećoj brzini konver-
gencije[1, 2, 3]. Može se postaviti ovakva shema:

Istovremene
(simultane)

Uzastopne
(sukcesivne)

osnovne J-Jacobi GS-Gauss-Seidel
ubrzane DR-Dinamička

relaksacija
SOR-Sukcesivna
ubrzana relaksacija

Karakteristično za iterativne postupke J, GS, SOR jest
da poslije početnih efekata sve konvergiraju konstant-
nom ali različitom brzinom u kojoj je odnos δxk+1/δxk=m
konstantan [1]. Ako u DR obilježimo osnovnu frekven-
ciju sustava točaka(konstrukcije) bez prigušenja sa ω0/2π
tada se najveća brzina konvergencije postiže kada je

2/2
2/2

20
cr

cr
opt

cr

K
Km

t
K

+
−

=⇒
∆

==αω  (23)

u slučaju Jacobijeve iteracije sa αΔt = 1, tada je
S(BJ) = (1-ω0

2Δt2)1/2, uz obilježavanje S = S(BJ) dobiva
se
ω0 Δt = (1-S 2)1/2 ⇒  Kcr= 2(1-S 2)1/2 (24)
pa je optimalna brzina konvergencije za slučaj DR kada je

( )
( ) 2/12

2/12

12

12

S

SmDR
−+

−−= . (25)

U slučaju SOR metode vodeći računa o izrazu
Kcr = 2 (1-S2)1/2 dobiva se veza između optimalnog fakto-
ra ubrzanja ωSOR i optimalnog faktora prigušenja Kcr u
DR. Optimalni faktor ubrzanja za SOR metodu dobiva
se vodeći računa o izrazim (18), (19), (24).
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 (26)

Može se vidjeti da SOR metoda ima veću brzinu konver-
gencije nego DR [5].

2 Nelinearne jednadžbe

Sustav nelinearnih jednadžbi rješava se inkrementalnim,
iterativnim i mješovitim (inkrementalno-iterativnim) me-
todama. Razmatramo probleme koji su konvergentni.

Inkrementalne metode
Osnovna ideja inkrementalnih metoda je da se ukupno
opterećenje Q podijeli na niz manjih prirasta-inkremenata.
U okviru svakog inkrementa linearizira se problem i kao
granična vrijednost niza približnih rješenja dobiva se rje-
šenje nelinearnog problema. S obzirom na linearizaciju
problema za promatrani inkrement, pojavlja se odstupa-
nje u odnosu prema točnom rješenju (slika 2.a). Pogreš-
ka se može smanjiti usvajanjem manjih inkremenata op-
terećenja. Ako se uvedu korekcije opterećenja ΔQi po
inkrementima, dobivaju se rezultati proračuna s manjim
odstupanjem (slika 2.b).

Slika 2. Inkrementalni postupak

Iterativne metode
Kod iterativnih postupaka rješavanje problema se pro-
vodi za ukupno opterećenje.

Slika 3. Direktna, Newton-Raphsonova i inkrementalno-iterativna
metoda

Najjednostavnija je metoda direktne iteracije. Matrica
krutosti K(q) određena je početnim q0 i tekućim rješenji-
ma q1, q2,…, (slika 3.a). U drugom slučaju može se odre-
diti matrica krutosti K(q) koja odgovara tangenti iterativ-
nog rješenja. Ova je metoda poznata kao Newton-Raphso-
nova (NR) iterativna metoda (slika 3.b). Modificirani
NR (MNR) postupak koristi se samo početnom krutosti
K0 u tijeku iterativnog postupka do rješenja q. Konver-
gencija MNR postupka je sporija od NR, ali nije potreb-
no određivati tangentnu matricu krutosti sustava K0, K1,
K2, …, što zahtijeva znatan broj numeričkih operacija
[6 - 8]. Nelinearni problemi efikasno se rješavaju mješo-
vitim metodama inkrementalno-iterativnim (slika 3.c).
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3 Rješavanje sustava nelinearnih jednadžbi
metodom relaksacije

Neka je sustavom jednadžbi Kq = Q predstavljen neline-
aran problem, tako da su koeficijenti Kij i Qi proizvoljne
funkcije nepoznatih i drugih veličina

Kij = fK (q1, . qn, t, φ, . . ) ; Q i = fQ (q1, . qn, t, φ, . . ). (27)

Pri rješavanju tako postavljenog zadatka pogodno je ko-
eficijente Kij i Qi u promatranoj iteraciji odrediti prema
veličinama qi, t, φ, … određenim u prethodnoj iteraciji i
iz drugih uvjeta. Kako se sustav jednadžbi rješava meto-
dom relaksacije može se pisati izraz u razvijenom obli-
ku za nepoznanicu qi

ρi
m = (K i1m-1

 q1m + . . ) + K ii 
m-1q i m-1 +

+ (Ki i+1
m-1

 qi+1
m-1 + . . ) - Q i 

m-1, (28)

sada se dobiva nepoznanica q i
m

m
i

m
im

ii

m
im

i
m
i qq

K
qqq ∆+=+= −

−
− 1

1
1 (29)

Tako se zbrojem dodataka Δqi
m (pomaci-metoda defor-

macije) čvorova konstrukcije u tijeku iterativnog postupka
dobiva rješenje problema

qi = ∑
=

∆
T

M 1
qi

 m;       m = 1,2, … t (30)

(t - konačan broj iteracija)

Kod ovog su postupka veličine dodataka nepoznanica
Δqi u tijeku iterativnog postupka male u odnosu prema
konačnom rješenju qi, pa je potrebno izvršiti ubrzanje
konvergencije iterativnog postupka [1, 2, 3, 4, 11, 13].

Dodatne veličine (prirasti nepoznanica) Δqi
m zavise od

ostatka ρi
m nelinearnih jednadžbi razmatranog problema

(28). Postupak određivanja nepoznanica qi treba tako
prilagoditi da odgovara nelinearnom problemu odnosno
promjeni koeficijenata Kij i slobodnih članova Qi u tije-
ku iterativnog postupka (27).

Koeficijenti Kij nelinearnog sustava jednadžbi Kq = Q
mogu se određivati u svakoj iteraciji ili nakon određe-
nog broja iteracija.

Stanje p Koeficijenti Kij i Qi Iteracija po sustavu
1 (K ij ; Q i)p=1 1 - s
2 (K ij ; Q i)p=2 s+1 - 2*s
.
.
.

.       .

.       .

.       .

.

.

.
p (K ij ; Q i)p (p-1)*s+1 - p*s

Ako su određeni koeficijenti Kij i Qi uvjetnih jednadžbi
sustava Kq = Q (27), za usvojeni ciklični broj iteracija
‘s’ za stanje ‘p’, mogu se odrediti dodatne veličine ρi i

Δqi (28) (29) nepoznanice qi. Ako ovu neuravnoteženu
veličinu ρi

m shvatimo kao dodatni utjecaj u čvoru i onda
se analogno izrazu Kq = Q dobiva

K ii
 m Δq i

 m = ρ i
 m => Δq i

 m = ρ i
 m/K ii

 m , (31)

gdje je m iteracija po sustavu jednadžbi za stanje p. Pre-
ma izraženoj nelinearnosti problema mogu se formirati
sheme za određivanje nepoznanica metodom relaksacije;

Shema 1.

Postupak A Postupak B
m = 0 ; p= 0 m = 0 ; p = 0
p = p+1 p = p+1 ; m = m+1
For o = 1 to s
m = m+1 For i = 1 to n
For i = 1 to n ρi

m ⇒  q i
m=q i

m-1+Δq i
m

ρi
m ⇒  q i

m=q i
m-1+Δq i

m next i
next i K ij

m* ; Q i
m*

next o If ΣΔqi
m <ε then

If ΣΔq i
p,m <ε then If ΣΔq i

m >ε
If ΣΔq i

p,m >ε
K i j 

p ; Q i
 p

  
Rezultati Rezultati

gdje je:
i - tekuća nepoznata u m-toj iteraciji po sustavu
n - broj nepoznanica
m - tekuća iteracija;
p - stanje sustava Kp i Qp

s - usvojeni broj iteracija po sustavu sa konstantnim
koeficijentima Kij i Q 

i koji odgovara stanju p
* - uvjeti za određivanje koeficijenata K i Q koji mogu

biti npr.: 1. Σq i<Q ; 2. Σρ i<R; 3. K ii0; i slično.

U slučaju određivanja koeficijenata Kij i Qi u svakoj iter-
aciji po sustavu kada je p = m ili za manji broj iteracija
s, potrebno je više računalnog vremena za rješavanje ne-
linearnog problema.

3.1 Geometrijska i materijalna nelinearnost
konstrukcija

Pri rješavanju nelinearnog problema iterativnim postup-
kom metodom relaksacije može se birati opcija promje-
ne položaja (geometrijska nelinearnost) i fizičkih karak-
teristika konačnih elemenata (koeficijenti matrice kru-
tosti K ij), stanje p.

U zoni 0-S, tj. do zone granične točke moguće je problem
rješavati na dva načina u zavisnosti od σ-ε dijagrama
materijala konstrukcije. Tijek iteracija, redoslijed relak-
sacije čvorova, ne poklapa se s tijekom promjene u real-
noj konstrukciji, pa je potrebno u analizi problema voditi
računa o ovoj karakteristici postupka [13].
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Problem se analizira s opterećenjem Q u punom iznosu,
(slika 4.). Pravci Q(q)m predstavljaju zavisnost unutraš-
njih sila sustava od pomaka q, a točke s1, s2, .. S ravno-
težu sustava za odgovarajuće vrijednosti koeficijenata
matrice krutosti sustava K1, K2, ... , Kp.

Slika 4. Stanje p - ravnoteža Slika 5. Stanja pi u tijeku
sustava iterativnog postupka

Nakon analize deformacijskih veličina i napona promje-
nom geometrijskih karakteristika elemenata (mijenjaju
se koeficijenti Kij) dolazi do pada unutrašnjih sila
sustava, točka s1. Sada se određuje nova matrica krutosti
sustava K1 čiji je nagib manji od K0 zbog pada krutosti
sustava koji je posljedica nelinearnosti. Poslije nekoliko
takvih ciklusa Kj-1->sj->Kj zadovoljava se kriteriji sila
sustava, točka S. Iterativnim postupkom krutostima K0,
K1, .. Kp i tačkama s1, s2, .. S se približavamo nelinearnoj
zavisnosti Q(q) konstrukcije, odnosno rješenju problema
za zadano opterećenje Q.

U drugom slučaju (slika 5.) usvojeno je određivanje geo-
metrijskih karakteristika elemenata i krutosti sustava u
tijeku postupka koje odgovara stanju p. Točka s1 jest
unutrašnja sila sustava Q(q)m za stanje p određeno bro-
jem iteracija ili nekim drugim uvjetom. Nakon analize
deformacijskih veličina-napona i određivanja zamjenju-
jućih geometrijskih karakteristika elemenata, dolazi do
pada unutrašnjih sila sustava za ΔQ1

m. Nerazmjera ΔΔQ1
m

jest razlika unutrašnjih sila sustava po iterativnom pos-
tupku Q(q)m i konstrukcije Q(q) jer redoslijed relaksaci-
je čvorova nije dobra aproksimacija povijesti promjene
opterećenja u realnoj konstrukciji. Nakon određivanja
matrice krutosti K1 koja odgovara novim geometrijskim
karakteristikama elemenata sustava i novim koordinata-
ma čvorova q1, postupak se nastavlja do zadovoljenja
kriterija, točka S (slika 5.).

U slučajevima gdje je potrebno voditi računa o povijesti
deformacija i pomaka, kada zavisnost σ-ε  nije jednoznač-
na i slično, iterativni postupak je potrebno tako prilago-
diti da razlike unutrašnjih sila dobivenih numeričkom
analizom i realne konstrukcije ΔQm + ΔΔQm budu što ma-
nje. Tok promjene po redoslijedu relaksacije čvorova
analitički treba s dovoljnom točnošću aproksimirati u
realnoj konstrukciji.

U okviru svakog inkrementa nelinearnost krivulje Q(q)
utječe na izbor rješavanja problema (slika 6.). Za inkre-
mente opterećenja gdje je manje izrađena nelinearnost
može se primijeniti postupak rješavanja smatrajući ink-
remente Q1, Q2, ... punim opterećenjem, analogno pos-
tupku na slici 4. U ovom slučaju inkrementu opterećenja
odgovara promjena stanja p sustava jednadžbi, shema 1.

U slučaju više izrađene nelinearnosti razmatranog prob-
lema Q(q) potrebno je iterirati za inkrement (slika 6.)
analogno postupku na slici 5. U ovom slučaju za svaki
inkrement usvajaju se odgovarajuće jednoznačne zavis-
nosti σ-ε materijala konstrukcije ili drugih veličina koje
su vezane za povijest deformacija i pomaka.

Takvim postupkom sa inkrementima opterećenja Q = ΣQi
razlike unutrašnjih sila sustava po analitičkom iterativ-
nom postupku i realne konstrukcije postaju male [13].

Slika 6. Iterativni postupak, zavisnost σσσσ-εεεε nije jednoznačna

U zoni prije i poslije granične točke K usvaja se mono-
toni prirast Δq pomaka karakterističnih tačaka, a u za-
visnosti od problema koji se analizira; kao stabilnost,
elastoplastična stabilnost, granična nosivost [12] i drugo
(slika 6.).

4 Zaključak

Iterativni postupak metodom relaksacije omogućava
rješavanje linearnih i nelinearnih problema uz ograniče-
nje da se tijek relaksacije čvorova ne poklapa sa tijekom
promjena u konstrukcije.

U slučaju nelinearnog problema gdje nije potrebno voditi
računa o povijesti promjene nepoznanica i drugih veliči-
na, sustav nelinearnih jednadžbi može se rješavati pro-
mjenom koeficijenata uvjetnih jednadžbi u tijeku itera-
tivnog postupka. Zadovoljavanje uvjeta postavljenih
sustavom jednadžbi jest rješenje problema.

U drugim slučajevima, kada se vodi računa o povijesti
promjene nepoznatih i drugih veličina u zoni do granič-
ne točke potrebno je slobodne članove podijeliti na ink-
remente. U zoni oko granične točke i dalje od nje prob-
lem se rješava usvajanjem monotonoga kontroliranog
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prirasta nepoznanica karakterističnih za razmatrani pro-
blem, dok se veličine drugih nepoznanica određuju pre-
ma ovako postavljenom uvjetu sustava jednadžbi.

Metoda relaksacije omogućava rješavanje geometrijske i
materijalne nelinearnosti u teoriji konstrukcija. U tijeku rje-
šavanja sustava jednadžbi iterativnim postupkom, moguće

je birati opcije analize geometrijske i materijalne neline-
arnosti odvojeno ili simultano. Na taj se način rješava-
nje problema može prilagoditi analizi konstrukcije do
granične točke (točke razgranjenja), zoni oko granične
točke ili za postkritično stanje.
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